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Metoda elementów 
skończonych

(MES2)

Wykład 1c. Oszacowanie błędu w elemencie skończonym
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Przypomnienie (zależności omawiane na wykładach MES I)

Podstawowe zależności pomiędzy przemieszczeniami, odkształceniami, naprężeniami i energią 
odkształceń w elementach skończonych

Pole przemieszczeń nad elementem jest interpolowane z przemieszczeń węzłowych:
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Przemieszczenia, odkształcenia i naprężenia 
w obrębie każdego elementu są definiowane 
jako funkcje przemieszczeń węzłowych
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(symetryczną, osobliwą, dodatnio określoną)
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Techniki aproksymacji błędów a posteriori

Rozwiązanie elementowe i węzłowe w postprocesorach programów MES (PLESOL, PLNSOL w ANSYS). Rozwiązanie 
MES zapewnia ciągłe pole przemieszczeń (od elementu do elementu) i nieciągłe pole naprężeń.
Aby uzyskać gładki rozkład naprężeń, wykonuje się uśrednianie naprężeń w węzłach (naprężenia węzłowe).

JUN 11 2008

00:29:56

PLOT NO.   2

ELEMENT SOLUTION

STEP=1

SUB =1

TIME=1

SY       (NOAVG)

RSYS=0

PowerGraphics

EFACET=1

DMX =.086853

SMN =-14.333

SMX =379.111

MN

MXX

Y

Z

-14.333

29.383

73.099

116.815

160.531

204.247

247.963

291.679

335.395

379.111

JUN 11 2008

00:29:33

PLOT NO.   1

NODAL SOLUTION

STEP=1

SUB =1

TIME=1

SY       (AVG)

RSYS=0

PowerGraphics

EFACET=1

AVRES=Mat

DMX =.086853

SMN =-10.372

SMX =370.25

MN

MXX

Y

Z

-10.372

31.919

74.211

116.502

158.793

201.085

243.376

285.667

327.959

370.25

JUN 11 2008

00:32:13

PLOT NO.   5

ELEMENT SOLUTION

STEP=1

SUB =1

TIME=1

SY       (NOAVG)

RSYS=0

PowerGraphics

EFACET=1

DMX =.025111

SMN =116.884

SMX =379.111

MN

MX

116.884

146.02

175.157

204.293

233.429

262.566

291.702

320.838

349.975

379.111

JUN 11 2008

00:32:37

PLOT NO.   6

NODAL SOLUTION

STEP=1

SUB =1

TIME=1

SY       (AVG)

RSYS=0

PowerGraphics

EFACET=1

AVRES=Mat

DMX =.025111

SMN =116.884

SMX =370.25

MN

MX

116.884

145.036

173.188

201.339

229.491

257.643

285.795

313.946

342.098

370.25

uśrednione ciągłe
„rozwiązanie węzłowe”

Rozciągana tarcza 
prostokątna 
z otworem. 

Model 
ćwiartki 
konstrukcji

Składowa naprężenia σy

Nieciągłe 
„rozwiązanie elementowe”

Sześciowęzłowe 
elementy płaskie 
trójkątne
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Techniki aproksymacji błędów a posteriori

wektor naprężeń w węźle n elementu i: 𝜎 𝑛
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Wektor błędu naprężenia w węźle n elementu i-tego      
vi i a

n n n
   = −

Wektor błędu naprężenia  
i

 w elemencie „i” można określić za pomocą przybliżenia

standardowego, wykorzystując wektory błędów naprężeń w węzłach elementu i-tego  
i

n
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Następnie dla każdego elementu można oszacować tzw. błąd energetyczny:
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JUN 11 2008

10:49:02

PLOT NO.   1

ELEMENT SOLUTION

STEP=1

SUB =1

TIME=1

SERR     (NOAVG)

DMX =.086853

SMN =.320E-08

SMX =.962E-03

MX

X

Y

Z

.320E-08

.107E-03

.214E-03

.321E-03

.427E-03

.534E-03

.641E-03

.748E-03

.855E-03

.962E-03

JUN 11 2008

10:49:26

PLOT NO.   2

ELEMENT SOLUTION

STEP=1

SUB =1

TIME=1

SDSG     (NOAVG)

DMX =.086853

SMN =.00959

SMX =12.223

MX

X

Y

Z

.00959

1.367

2.724

4.081

5.438

6.795

8.152

9.509

10.866

12.223

SDSG -   

Δσi = maximum 

absolute value of 

any component of 

     
vi i a

n n n
   = −

for all nodes connected 

to the element
Siatka początkowa. Rozkład błędów SERR i SDSG
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Błąd energetyczny w modelu
. .

1

l el

i
i

e e
=

=

Błąd energetyczny można znormalizować względem energii odkształcenia
1

2

SEPC 100
e

U e

 
=  

+ 

U – całkowita energia odkształcenia w całym modelu

(błąd procentowy normy energetycznej)

Wartości ei można wykorzystać do adaptacyjnego udoskonalenia siatki. Wykazano, że 
jeśli ei jest równe dla wszystkich elementów, to model wykorzystujący daną liczbę 
elementów jest najefektywniejszy.

Koncepcję tę określa się także mianem „równoważenia błędów” ( constie = , SEPC S0).
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Adaptacyjne techniki tworzenia siatki

- Automatyczne udoskonalanie siatek FE do momentu uzyskania zbieżnych wyników
- Odpowiedzialność użytkownika ograniczona do wygenerowania dobrej siatki początkowej

JUN 11 2008

11:02:31

PLOT NO.   1

ELEMENTS

TYPE NUM

X

Y

Z

JUN 11 2008

11:03:12

PLOT NO.   2

NODAL SOLUTION

SUB =1

TIME=1

SY       (AVG)

RSYS=0

DMX =.086851

SMN =-11.174

SMNB=-14.773

SMX =374.04

SMXB=375.198

MN

MXX

Y

Z

-11.174

31.628

74.429

117.231

160.033

202.834

245.636

288.437

331.239

374.04

JUN 11 2008

11:03:12

PLOT NO.   2

NODAL SOLUTION

SUB =1

TIME=1

SY       (AVG)

RSYS=0

DMX =.086851

SMN =-11.174

SMNB=-14.773

SMX =374.04

SMXB=375.198

MN

MXX

Y

Z

-11.174

31.628

74.429

117.231

160.033

202.834

245.636

288.437

331.239

374.04

Ostateczna siatka MES i wyniki - rozkład Sy
(błąd procentowy w normie energetycznej 
SEPC=0,811%, równomierny rozkład błędów ei = const)



h-refinement: redukcja rozmiaru elementu („h” odnosi się do typowego rozmiaru 
elementów)p-refinement: zwiększenie rzędu wielomianów w elemencie (funkcje kształtu z 

liniowych na kwadratowe itd.)r-refinement: ponowne rozmieszczenie inement: połączenie h- i 
p-refinem.
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Selektywne tworzenie siatki adaptacyjnej

Jeśli błąd dyskretyzacji siatki (mierzony jako procent) jest stosunkowo nieistotny w niektórych obszarach 
modelu, procedurę można przyspieszyć, wyłączając takie obszary z adaptacyjnych operacji siatki. 
Również - bliskie osobliwości spowodowane przez obciążenia skupione i na granicach między różnymi 
materiałami.

Selective adaptive 
meshing in ANSYS

Rodzaje udoskonaleń w siatkach adaptacyjnych:

h-refinement: redukcja rozmiaru elementu („h” odnosi się do typowego rozmiaru elementów)

p-refinement: zwiększenie rzędu wielomianów w elemencie (funkcje kształtu z liniowych na 
kwadratowe itd.)

r-refinement: ponowne rozmieszczenie węzłów w siatce
hp-refinement: połączenie procedury h- i p-
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Naprężenia normalne w kierunku x (SX)

CST, 4mm                            CST, 2mm                    QUAD-4node, 2mm

𝑥

𝑦

(free mesh)                                                 (free mesh)                                              (mapped mesh)

Przykład: ścinana tarcza prostokątna z nałożonym ciśnieniem z gradientem

(MPa)
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Naprężenia normalne w kierunku y (SY) 𝑥

𝑦

CST, 4mm                            CST, 2mm                    QUAD-4node, 2mm

(MPa)
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Naprężenia tnące (SXY)

𝑥

𝑦

CST, 4mm                            CST, 2mm                    QUAD-4node, 2mm

(MPa)
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Naprężenia zredukowane - Von Mises stress (SEQV)

𝑥

𝑦

CST, 4mm                            CST, 2mm                    QUAD-4node, 2mm

(MPa)
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Energia odkształcenia sprężystego (SENE)

CST, 4mm                            CST, 2mm                    QUAD-4node, 2mm

𝑈𝑒 =
1

2
׬ 𝜀 𝜎 d𝛺𝑒
𝛺𝑒 1 × 6 6 ×1

Error
(SERR)

(SEPC= 4.06%) (SEPC= 0.51%)(SEPC= 1.92%)

(Nmm)

(SENE)
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Gęstość energii odkształcenia sprężystego (SENDELAS)

CST, 4mm                            CST, 2mm                    QUAD-4node, 2mm

𝑢𝑒 =
𝑈𝑒

׬ d𝛺𝑒
𝛺𝑒

(Nmm/mm3)
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Maksymalna wartość bezwzględna błędu składowych naprężenia (SDSG)

CST, 4mm                            CST, 2mm                    QUAD-4node, 2mm

(MPa)
SDSG -   

Δσi = maximum absolute value of any component of      
vi i a

n n n
   = −

for all nodes connected to the element
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